
Déviation d'un rayon lumineuxau voisinage du SoleilChristian MagnanLa déviation des rayons lumineux au voisinade du Soleil est l'un des premierse�ets spe
ta
ulaires de la théorie de la gravitation façon Einstein. Mais 
omment
al
ule-t-on 
et e�et ? Il n'y a pas de façon simple d'y arriver 
ar pour mener àbien le 
al
ul il faut plonger dans la théorie de la relativité générale. Que voilàdon
 une bonne o

asion de dé
ouvrir 
ette théorie tout en l'illustrant sur unexemple !La dérivation des équations s'inspire dire
tement de la présentation qu'endonnent Edwin F. Taylor et John Ar
hibald Wheeler dans leur livre "ExploringBla
k Holes, Introdu
tion to General Relativity" (Addison Wesley Longman,2000).1 Prin
ipe du 
al
ulSi l'aspe
t qualitatif et l'importan
e historique du phénomène de dé�exiondes rayons lumineux par le Soleil sont dé
rits en de nombreux endroits le 
al
ulde l'angle de déviation est rarement indiqué. C'est à 
et aspe
t numérique queje m'atta
herai i
i.La relativité générale nous apprend qu'en se propageant dans l'espa
e unphoton de lumière suit une � géodésique � de l'espa
e-temps. Il nous faut don
 :� dé�nir 
e qu'est une géodésique� trouver les équations de 
ette géodésique� trouver la solution de 
es équations, qui donnera la traje
toire suivie parla lumière dans l'espa
e� 
al
uler l'angle entre la dire
tion initiale et la dire
tion �nale de la lumière.2 Métrique de l'espa
e-temps autour d'une masseattra
tiveEn mé
anique newtonienne on dé
rit le mouvement d'un 
orps dans un es-pa
e absolu par rapport à un temps absolu, la position du mobile M (�xée parses 
oordonnées spatiales dans un 
ertain repère) étant donnée en fon
tion dutemps t. La théorie de la relativité dé
lare qu'il n'existe pas de temps absolu et
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om 2que 
e temps ne peut pas être séparé de l'espa
e. Elle raisonne sur des événe-ments , 
haque événement étant 
ara
térisé par un lieu M et un instant t. Quandon suit des événement atta
hés à un 
orps libre en mouvement, on parle de ligned'univers.Considérons par exemple un vaisseau spatial se déplaçant librement dansl'espa
e, 
'est-à-dire en ayant 
oupé tous ses moteurs. Nous imaginons qu'ilémet des é
lairs à intervalles réguliers en a

ord ave
 une horloge située dansl'habita
le. Appelons τ 
et intervalle temporel lo
al entre deux é
lairs su

essifs(mesuré don
 par rapport au temps propre du vaisseau). Considérons mainte-nant un autre repère, que l'on peut imaginer 
omme étant 
onstitué par unensemble de bouées de l'espa
e, également libres de toute a

élération, �xes lesunes par rapport aux autres (
ha
une reste à la même distan
e de ses voisines),
ha
une portant à la fois une indi
ation de sa position (par exemple sa distan
eà une origine donnée) et sa propre horloge. Les horloges de 
e deuxième re-père sont syn
hronisées entre elles. Dans 
e repère l'intervalle entre deux é
lairs(deux événements) est 
ara
térisé par deux nombres : l'intervalle spatial s etl'intervalle temporel t. Pour les trouver il su�t de répérer quelle bouée est enfa
e de l'é
lair no 1 et quelle est 
elle en fa
e de l'é
lair no 2 et de noter l'heuredes événements.Le prin
ipe sur lequel se fonde la relativité restreinte est le suivant. L'inter-valle de temps propre τ entre l'événement no 1 et l'événement no 2 est donnépar la formule
τ2 = t2 − s2 (1)et 
ette quantité est indépendante du repère 
hoisi. Autrement dit, toutes lesobservatri
es s'a

ordent sur la valeur de τ ainsi 
al
ulée, bien que les valeursde s et de t di�érent d'un système de repérage à l'autre.Remarque importante : sauf indi
ation 
ontraire, et 
'est le 
hoix qui a étéfait en é
rivant l'équation (1), les distan
es seront exprimées i
i en unités detemps (
omme on le fait souvent en astronomie). Si on utilisait au 
ontraireune distan
e s exprimée en unités � 
ourantes �, par exemple en 
entimètres,on devrait passer de 
ette dernière à notre distan
e s exprimée en se
ondes parla formule s(en se
ondes) = s(en 
entimètres)/
 où c est la vitesse de la lumièreen unités 
ourantes, soit 3× 1010 
m/s. (La 
onvention (
ommode !) d'exprimerdistan
e et temps dans une même unité équivaut à prendre la vitesse de lalumière égale à l'unité.)En relativité générale, le prin
ipe selon lequel l'intervalle de temps propreest indépendant du repère 
hoisi reste valable, mais seulement lo
alement, 
'est-à-dire à 
ondition de rester à l'intérieur d'une région su�samment petite del'espa
e-temps (la taille dépendant de la pré
ision requise). La nouveauté prin-
ipale 
on
erne l'expression du temps propre donné par la formule (1), laquelles'exprimera en fon
tion de 
oe�
ients dépendant du point 
onsidéré de l'espa
e-temps et prendra le nom de métrique. En fait toute la stru
ture de l'espa
e-temps, et notamment sa 
ourbure, est 
ontenue dans l'expression lo
ale de τ etdans la forme des 
oe�
ients qu'elle 
ontient.Nous nous intéressons i
i à la stru
ture de l'espa
e-temps autour du Soleil.
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rire les 
hoses lo
alement nous 
onsidérons deux événements voisins,séparés par un é
art in�nitésimal des 
oordonnées temporelle et spatiales dt,
dx, dy et dz. Si l'espa
e était plat, la métrique serait de la forme

(dτ)2 = (dt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2qu'on é
rit rapidement (et un peu in
orre
tement) par 
onvention sous la forme
dτ2 = dt2 − dx2

− dy2
− dz2 (2)En 
oordonnées sphériques, dans un plan passant par le 
entre du Soleil (
e quisupprime une 
oordonnée spatiale), 
ette formule devient

dτ2 = dt2 − dr2
− r2dφ2où r représente la distan
e au 
entre et φ un angle azimutal dans le plan 
onsidéré(voir la �gure 
i-dessous).

Mais l'espa
e-temps autour d'un astre gravitant de masse M (trou noir,voisinage du Soleil) n'est pas plat. Il est dé
rit par la métrique de S
hwarzs
hild
dτ2 = (1 − 2M/r)dt2 − (1 − 2M/r)−1dr2

− r2dφ2 (3)Extasions-nous : TOUTE la stru
ture de l'espa
e-temps est 
ontenue dans
ette "simple" formule (3). Même le fameux trou noir est tapi derrière 
es sym-boles.Remarque : en quelle unité est exprimée la masse M dans 
ette formule ? Onvoit que M a les dimensions d'une longueur, grandeur que nous exprimons i
ien se
ondes. Don
 M est exprimée en se
ondes, la formule de 
onversion entrela masse en grammes et la masse en se
ondes étant
M(en se
ondes) = (G/c3)M(en grammes)où (G/c3) = 2, 5 × 10−39 s/g.
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om 43 Les équations d'une géodésiqueLa métrique, 
'est-à-dire (très exa
tement) l'expression en un point de l'espa
e-temps de l'intervalle temporel entre deux événements voisins, traduit la présen
ed'une 
ourbure de l'espa
e-temps dès l'instant où 
ette expression s'é
arte de
elle donnée en (2) 
orrespondant à un espa
e eu
lidien. Cette métrique va nouspermettre de 
ara
tériser le mouvement d'un 
orps libre de toute a

élération.En e�et, la relativité restreinte et la relativité générale nous apprennent qu'entredeux événements E1 et E2, un 
orps libre suit le 
hemin qui rend maximum l'in-tervalle temporel τ . On peut dire de façon équivalente qu'un 
orps libre suit unegéodésique de l'espa
e-temps et que 
ette propriété de maximisation de l'inter-valle temporel 
onstitue la dé�nition d'une géodésique.Dé�nition d'une géodésique : La géodésique entre deux événe-ments E1 et E2 est la ligne d'univers qui rend maximum l'intervallede temps propre entre E1 et E2.C'est 
ette propriété de maximisation du temps propre qui va nous permettrede trouver les équations d'une géodésique. Elle va également nous donner l'ex-pression de l'énergie et du moment angulaire d'une parti
ule orbitant autour du
entre attra
tif.4 Énergie d'une parti
uleAppliquons le prin
ipe de maximisation de l'intervalle de temps propre de lafaçon suivante. Supposons qu'un vaisseau spatial dont les moteurs sont 
oupéstombe vers la masse attra
tive 
entrale selon une orbite radiale (don
 re
tiligne).Trois é
lairs su

essifs voisins dans le temps et dans l'espa
e sont émis dans la
abine. Nous observons 
es trois événements dans un 
ertain repère extérieur.Dans 
e dernier l'événement E1 
onsiste en l'émission d'un é
lair au temps t = 0quand la 
abine spatiale se trouve au rayon r1. L'é
lair E2 est émis au temps
t quand la 
abine est au rayon r2. L'é
lair E3 est émis au temps T quand la
abine est en r3. La quantité T est supposée petite. Nous supposons alors quenous faisons varier les 
oordonnées de l'événement intermédiaire E2. Le prin
ipede maximisation du temps propre énon
e que la géodésique partant de E1 etaboutissant en E3 passera par l'événement E2 rendant maximum l'intervalletemporel propre

τ = τA + τB, (4)où τA mesure l'intervalle sur le premier segment A de l'espa
e-temps reliant E1et E2 et τB mesure l'intervalle temporel sur le se
ond segment B reliant E2 et
E3.Pour ne pas faire tout varier à la fois, nous supposons dans 
ette expérien
eque la position des rayons r1, r2 et r3 est �xée et que seul l'instant t où estémis l'é
lair no 2 varie. D'après la formule (3) l'intervalle temporel propre pour
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arré
τA

2 = (1 − 2M/rA)t2 + (termes ne 
ontenant pas t) (5)d'où on déduit
τAdτA = (1 − 2M/rA)tdt (6)Le temps é
oulé sur le segment B entre les événements E2 et E3 est (T − t),et par 
onséquent la durée propre τB est donnée par

τB
2 = (1 − 2M/r)(T − t)2 + (termes ne 
ontenant pas t) (7)d'où on déduit

τBdτB = −(1 − 2M/rB)(T − t)dt. (8)Pour rendre maximum l'intervalle temporel total τ = τA + τB par rapport àune variation dt du temps t, nous é
rivons
dτ

dt
=

dτA

dt
+

dτB

dt
= 0 (9)En tirant dτA et dτB des équations (6) et (8) et en posant de façon toute naturelle

t = tA et T − t = tB, il vient fa
ilement
(1 − 2M/rA)(tA/τA) = (1 − 2M/rB)(tB/τB) . (10)Le membre de gau
he de 
ette équation ne dépend que des paramètres du pre-mier segment A (
onne
tant E1 à E2), le membre de droite ne dépend que de
eux du se
ond segment B (
onne
tant E2 à E3).La quantité mise en éviden
e dans l'équation (10) ne dépend pas du segment
hoisi pour la 
al
uler. C'est don
 une 
onstante du mouvement de la parti
ulelibre 
onsidérée. De bonnes raisons physiques (en parti
ulier pour retrouver lesformules de la relativité restreinte) 
onduisent à identi�er 
ette 
onstante 
ommele rapport de l'énergie du 
orps en mouvement à sa masse. Nous é
rivons don

e résultat 
apital sous la forme

E/m = (1 − 2M/r)(dt/dτ) (11)expression dans laquelle nous sommes revenus à la notation di�érentielle pourles intervalles t et τ .In
idemment on remarque qu'ave
 les unités que nous avons 
hoisies, l'éner-gie E et la masse M s'expriment ave
 la même unité, par exemple la se
onde.5 Moment angulaire de la parti
uleNous avons appliqué le prin
ipe de maximisation de l'intervalle temporelpropre en faisant varier le temps de l'événement intermédiaire. Re
ommençonsla même opération mais en faisant varier 
ette fois l'angle φ de 
et événement,angle servant à repérer la dire
tion du mobile par rapport à une dire
tion origine
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onsidérons à nouveau trois événements
onsistant en l'émission d'un é
lair à l'intérieur d'un vaisseau spatial �ottantlibrement dans l'espa
e. Le premier segment A relie l'événement E1 à l'événe-ment E2. Le segment B relie E2 à E3. L'angle du premier événement est �xéà φ = 0, l'angle du dernier à φ = Φ tandis que l'angle intermédiaire est pris
omme variable, et égal à φ. De nouveau, pour ne pas faire varier tout à lafois, nous supposons que le rayon r auquel l'é
lair no 2 est émis reste toujoursle même.Le raisonnement se développe 
omme dans la se
tion pré
édente. D'après lamétrique (3), l'intervalle temporel τA sur le premier segment est donné par son
arré
τA

2 = −rA
2φ2 + (termes ne 
ontenant pas φ) (12)et l'intervalle τB sur le se
ond par

τB
2 = −rB

2(Φ − φ)2 + (termes ne 
ontenant pas φ) (13)d'où il vient
τAdτA = −rA

2φdφ (14)
τBdτB = rB

2(Φ − φ)dφ (15)On é
rit que dτ/dφ = d(τA + τB)/dφ = 0 et on obtient fa
ilement, de façonanalogue à l'équation (10)
rA

2φA/τA = rB
2φB/τB (16)en ayant posé tout naturellement φ = φA et Φ−φ = φB . Le membre de gau
he,qui ne 
ontient que des termes relatifs au premier segment, est égal à 
elui dedroite, qui ne 
ontient que des termes relatifs au se
ond segment). Nous exhibonsainsi une autre 
onstante du mouvement, à savoir r2dφ/dτ (en repassant àla notation di�érentielle), que l'on est 
onduit à identi�er ave
 le rapport dumoment angulaire L de la parti
ule à sa masse m, 
e que nous é
rivons

L/m = r2(dφ/dτ) (17)6 Cal
ul de la traje
toireTe
hniquement parlant, la traje
toire d'un mobile libre d'a

élération parmoteur est déterminée 
omme suit. Connaissant l'énergie E et le moment angu-laire L de la "parti
ule" de masse m (E et L dépendent des 
onditions intiales)nous pouvons suivre la position de 
ette parti
ule en in
rémentant ses 
oordon-nées temporelle t et spatiale r et φ au fur et mesure que son horloge propre
ompte le temps τ . Algébriquement, pour 
haque in
rément de temps propre
dτ , nous 
al
ulons (ou l'ordinateur 
al
ule) les in
réments dt, dr et dφ des 
oor-données du mobile. Les 
arrés des in
réments dt et dφ sont déduits des équations
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dt2 = (E/m)2(1 − 2M/r)−2dτ2 (18)
dφ2 = (L/m)2r−4dτ2 (19)Il nous manque l'expression de dr. Nous l'obtenons en portant 
es valeursde dt et dφ dans l'équation (3) de la métrique et en résolvant en fon
tion de dr,
e qui donne

dr2 =
{

(E/m)2 − (1 − 2M/r)[1 + (L/m)2r−2]
}

dτ2 (20)En faisant le rapport membre à membre des équations (20) et (19), on aboutitdire
tement à l'équation de la traje
toire en 
oordonnées polaires
(

1

r2

dr

dφ

)2

=

(

E

L

)2

−

(

1 −

2M

r

) [

(m

L

)2

+
1

r2

] (21)7 Traje
toire de la lumièreAppliquer dire
tement à un photon le traitement pré
édent semble impos-sible. En e�et nous avons 
al
ulé la traje
toire en fon
tion de l'in
rémentationdu temps propre, or 
e 
on
ept n'a pas de sens pour la lumière puisque l'inter-valle entre deux événements situés le long de la ligne d'univers d'un photon esttoujours nul (
omme à la vitesse de la lumière on a s = t, l'intervalle τ2 = t2−s2s'annule).Cependant il se trouve qu'en 
onsidérant un 
orps dont on fait tendre lamasse vers zéro on aboutit à des résultats 
orre
ts. Ainsi pour m = 0 notreéquation (21) devient
(

1

r2

dr

dφ

)2

=

(

E

L

)2

−

(

1 −

2M

r

)

1

r2
(22)C'est 
ette équation qui va nous permettre de 
al
uler la déviation des rayonslumineux près du Soleil.Mais pré
isons les paramètres intervenant dans les formules. Tout d'abordle moment angulaire du mobile évalué à l'in�ni est par dé�nition le produit deson moment linéaire p par 
e que l'on appelle le "paramètre d'impa
t", noté b etreprésentant la distan
e du 
entre attra
tif (i
i le Soleil) à la dire
ton in
identede la parti
ule en 
hute libre (voir la �gure).
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Autrement dit
L = p b (23)On sait d'autre part que la quantité de mouvement p d'un photon est égale àson énergie E. On en déduit immédiatement que

L/E = b. (24)Autrement dit le rapport L/E est égal au paramètre d'impa
t b et l'équation(22) s'é
rit 
omme
(

1

r2

dr

dφ

)2

=
1

b2
−

(

1 −

2M

r

)

1

r2
(25)8 Cal
ul de l'angle de déviationLa formule (25) va nous permettre maintenant de 
al
uler de quel angleun rayon lumineux dévie lorsqu'il passe auprès du Soleil. Pour 
e faire il fautfaire la somme de toutes les in
rémentations élémentaires dφ le long du trajet,
'est-à-dire 
al
uler l'intégrale de (dφ/dr)dr lorsque r varie entre la distan
eminimum que nous noterons R (R est le rayon du Soleil si le rayon lumineuxrase l'astre). Il 
onvient en
ore de multiplier par 2 pour tenir 
ompte des deuxtrajets symétriques que 
onstituent l'appro
he et l'éloignement du photon.Il faut pré
iser un dernier point : la relation entre les deux quantités b et Rque nous avons introduites, et qui, bien entendu, ne sont pas indépendantes. Lepoint r = R 
orrespond au point où le photon lumineux passe le plus près duSoleil. En 
e point, le mouvement du photon est don
 purement tangentiel. Lavitesse ne 
ontenant au
une 
omposante radiale, nous pouvons é
rire qu'en 
epoint la dérivée dr/dt est nulle. Il su�t de prendre le dr déduit de l'équation(25) pour trouver

1

b2
=

(

1 −

2M

R

)

1

R2
(26)
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ette même équation (25) devient
(

1

r2

dr

dφ

)2

=

(

1 −

2M

R

)

1

R2
−

(

1 −

2M

r

)

1

r2
(27)La forme de l'expression nous di
te de poser

u = R/roù u varie entre 1 et 0. La dernière équation devient alors
(du/dφ)2 = (1 − 2M/R)− (1 − 2Mu/R)u2ou
(du/dφ)2 = 1 − u2

− (2M/R)(1 − u3) (28)Par 
onséquent la variation dφ de l'azimut est donnée en fon
tion de lavariation du de R/r par
dφ = [1 − u2

− (2M/R)(1 − u3)]−1/2 du

=
(1 − u2)−1/2du

[1 − (2M/R)(1 − u3)(1 − u2)−1]1/2
(29)La présen
e du terme (1 − u2) dans l'expression (29) nous engage à faire le
hangement de variable

u = cosα, 0 < u < 1, 0 < α < π/2lequel 
onduit à
dφ =

[

1 − (2M/R)(1 − cos3 α) sin−2 α
]

−1/2

dα (30)En notant que
1 − cos3 α

sin2 α
=

(1 − cosα)(1 + cosα + cos2 α)

(1 − cosα)(1 + cosα)
= cosα +

1

1 + cosαnous aboutissons à l'équation �nale de la traje
toire sous la forme
dφ =

[

1 − (2M/R)

(

cosα +
1

1 + cosα

)]

−1/2

dα (31)ave

cosα = R/rIl est intéressant de noter que jusqu'à 
e point nous n'avons fait au
uneapproximation.
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ourantes la masse du Soleil est de
2×1033 grammes et son rayon est de 7×1010 
entimètres. En utilisant le fa
teur
G/c2 = 7, 4 × 10−29 
m/g permettant de passer des grammes aux 
entimètres,on a

M/R = (G/c2)M(en grammes)/R(en 
entimètres) = 2 × 10−6Dans l'équation (31) nous pouvons don
 utiliser l'approximation 
lassique
(1 + ǫ)p

≃ 1 + p ǫ pour aboutir à
dφ =

[

1 + (M/R)

(

cosα +
1

1 + cosα

)]

dα (32)Par 
onséquent la variation totale de l'azimut φ sur le trajet du photon est
φ = 2

∫ π/2

0

[

1 + (M/R)

(

cosα +
1

1 + cosα

)]

dα (33)
= 2

[

α +
M

R

(

sin α + tan
α

2

)

]π/2

0

(34)
= π + 4M/R (35)
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e de Soleil, le photon se propageant alors en ligne droite. C'est le se
ondterme qui fournit la déviation additionnelle ∆φ par rapport à 
ette ligne droite
∆φ = 4M/R (36)ou en unités 
ourantes
∆φ = 4(G/c2)M(grammes)/R(
entimètres) (37)Numériquement, à la surfa
e du Soleil, ave
 les valeurs déjà indiquées de lamasse et du rayon solaires, on trouve ∆φ = 8, 5 × 10−6 radian, ou (puisque πradians valent 180 degrés)

∆φ = 1, 75”


